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Johann Wiesenbauer

Was sind und was sollen grofie Primzahlen?

Als auf einer Tagung der Amerikanischen Mathematischen
Gesellschaft im Oktober 1903 Professor F.N.Cole von der
Univerasitat Columbia zur Tafel ging, um seinen Vortrag mit
dem Titel "On the Factorization of Large Numbers" zu
beginnen, deutete noch nichts darauf hin, da es ein 1in
vieler Hinsicht recht ungewdhnlicher Vortrag werden sollte.
Ungewohnlich war dabei nicht nur die Prasentation -~ der
Vortragende, welcher als sehr schweigsamer Mann bekannt war,
machte seinem Ruf alle Ehre und sprach den ganzen Vortrag
Uiber kein einziges Wort - sondern auch der Inhalt: Cole be-
rechnete zunéachst 26; zog dann sorgfaltig 1 davon ab, um
anschlieBend auf einem freien Teil der Tafel das Produkt

193 707 721 x 761 838 25657 287

zu berechnen., Das Ergebnis war in beiden Fidllen das gleiche.
Es wird berichtet, daB sich das Auditorium spontan erhob, um
dem Vortragenden im Stehen zu applaudieren - ein ebenfalls
in diesem Rahmen noch nie dagewesenes Ereignis.
Interessanterweise wurden auch keine Fragen im Anschlufl an
den Vortrag gestellt, wie um Cole nicht 2zu zwingen, sein
Schweigen zu brechen. Immerhin aber wissen wir aus einer
Bemerkung, die er Jahre spaAter Bell gegeniiber machte, daB es
ihn "die Sonntage von drei Jahren" gekostet hatte, die oben
angegebene Faktorisierung von 287 . zu finden.

Wir haben hier einen Spezialfall eines allgemeinen Problems
vor uns, von dem niemand Geringerer als Gaufll in seinen

"Disquisitiones Arithmeticae" sagte, daB es  =zu den
niitzlichsten der gesamten Arithmetik" gehdre, namlich fir
eine gegebene natiirliche 2Zahl n 2zu entscheiden, ob sie
zusammengesetzt ist oder nicht, und gegebenenfalls ihre

nichttrivialen Teiler zu begstimmen. Wenn Gaufl ebenda weiter
meinte, daB "alle bisher angegebenen Methoden entweder auf
spezielle FAlle beschridnkt oder so wmihsam und weitlaufig
gind, daB sie auf grdélere Zahlen meistenteils kaum
angewendet werden konnten", 30 muBl aus heutiger Sicht dazu
gesagt werden, dafl speziell auf dem (Cebiet der Primzahltests
seither doch groBe Fortschritte erzielt werden konnten,
wovon noch die Rede sein wird. Fir Probleme der
Faktorisierung aber haben die Worte von GauB3 auch heute noch
im wesentlichen Giltigkeit, wenn auch auf diesem Cebiet die
Methoden seither sehr verfeinert wurden und man mit Hilfe
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des Computers in unvorstellbare Héhen vorgestofien ist. Einr
Beiepiel soll dies illustrieren: Um eine Zshl mit cez. 1606

Stellen suf Primeigenschaft zu {lberprifen braucht ein
moderner Hochleistungscomputer heute weniger els eine
tinute, um eine zusemmnengesgetzte Zehl dieser GréBenordnung

su fektorisieren wirde er im allgemeinen Fall etwa 100 Jahre
benotigen (siehe [3] ).

Gaenz anders liegen die Dinge, wenn die zu untersuchende Zehl
eine spezielle Gestsalt hat, =odaf bestimmte Sétze der Zah-
lentheorie dsrsuf sangewendetl werden kénnen, Des wohl
bekannteste Beispiel defiir sind die Mersenneschen Zehlen M,
versteht. Diese

worunter men 2Zshlen der Beusrt 27 - 1

Nemensgebung kormt desher, dafl M.Mersenne 1644 i Vorwort
geiner "Cogitsts Physice - Mathemstice" versucht hatte,
einer Liste sller n ¢ 257 anzugeben, fur welche M, prim ist.
Wie men leicht sieht, kenn eine solche Liste nur selbst
wieder Primzablen enthelten, da ein nichttrivialer Teiler L
von n sofort den nichttrivialen Teiler M, von M, induziert.
Die von Mersenne angegebene Liste, némlich 2,8,5,7,14,17,
19,31,67,127,2587, enthielt allerdings O Fehler: 67 (eiehe
oben') und 257 gehdren nicht dazu, dafir fehlen irrtimlich
£1,89 und 107. Mersenne ware sicher sehr ersgtaunt gewesern,
hiitte er von der Berichtigung erfshren, die Ubrigens in
silen Punkten erst 1947 abgeschlossen war. Er war mnamlich
der Meinung, daBl, "um zu entscheiden, ob eine gegebene Zeahl
von 15 oder 20 Ziffern eine Primzehl ist, alle Zeitl nicht zu
reichen vermapy, welche Hilfsmittel und welches Vissen wir
auch bernutzen." Wes aber erst hatte er zur nachstehenden
Liste gessgt, welche den derzeitigen Stand (Frihjahr 1986)
der Dinge auf dem Gebiet der Mersenneschen Primzehlen
widergibt? ’

n mit M prim Entdecker Computer Jahr

2,3,5,7,13,117 N.N. -

1¢ P.A.Cataldi - 1588

31 L.Euler - 1722

61 I.M.Perwuschin - 188%

89 R.E.Powers - 1211

107 R.E.Powers, - 1914
E.Fauquemberge

127 E.Lucsas - 187¢€

521,607,1279, R.M.Robinson SWAC 1952

2203,2281

3217 H.Riesel BESK 1957

4253,4423 A.Hurwitz, IBM 7090 1961
J.L.8Selfridge

9689,9941,11213 D.B.Gillies ILLIAC 2 1864

19937 B.Tuckerman IBM 360 1671
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21701 C.Noll,L.Nickel CYBER 174 1978
23209 C.Noll CYBER 174 1979
44497 D.Slowinski ,H.L.Nelson CRAY-1 1979
86243 D.Slowinski CRAY-1 1983
132049 D.Slowinski CRAY X-MP 14983
216091 D.slowinski CRAY X-MP 1985

Von den ersten 6 Mersenneschen Primzahlen waren zumindestens

die ersten 4 bereits im Altertum bekannt. Cataldi, dem
gelegentlich auch die Entdeckung der Mersenneschen Prim-
zahl Mz zugeschrieben wird, nahm als erster fir seine
Berechnungen bereits eine Primzahltabelle mit ca. 750 Ein-
tragen zur Hilfe. Trotzdem ging es in der Folge, wie die
groBen zeitlichen Abstidnde in der Tabelle zeigen, nur sehr

zah weiter. So wurde in den fast 3 Jahrhunderten 2zwischen
1588 und 1883 nur eine einzige neue Mersennesche Primzahl
gefunden, und zwar - wie kdénnte es anders sein - von Euler.
Erst mit dem Einsatz von elektronischen Rechenanlagen in der
2.Halfte wunseres Jahrhunderts ging es dann Schlag auf
Schlag. Von der legendaren SWAC, welche noch mit einem Kern-
apeicher von 256 Worten mit je 37 Bit auskommen muBte und
noch eine Zykluszeit von 16 Mikrosekunden hatte, bis zu den
heutigen Supercomputern vom Typ CRAY X-MP, welche dber 400
Millionen Operationen pro Sekunde bewaltigen und derzeit mit
einer 65050-stelligen Mersenneschen Primzahl den Rekord
halten, spannt sich hier ein weiter Bogen. Gelegentlich
findet man sogar Meldungen iliber die Entdeckung von "groéBten”
Primzahlen 1in Tageszeitungen. So meldete z.B. die
Stiddeutsche Zeitung den damaligen Weltrekord der
kalifornischen Studenten C.Noll wund L.Nickel mit M2 301
unter der Uberschrift:"Gréfte Primzahl blieb im Sieb des
Eratosthenes hangen." Wie Borho in [4] sehr treffend
bemerkt, entbehrt diese Meldung nicht der Xomik, da '"das
Sieb des Eratosthenes filir die Aufspirung grofier Primzahlen
ungefahr so gut geeignet ist wie eine Axt fiir die Spaltung
von Atomkernen.”

Damit sind wir bei der Frage angelangt, welche Methoden nun
wirklich angewandt werden, um solche Zahlenriesen auf
Primeigenschaft hin zu untersuchen. Die Antwort darauf 1agt
gsich gliicklicherweise sehr einfach formulieren. Es wird ein
Kriterium verwendet, welches 1878 von E.Lucas 1in einem
Spezialfall gefunden und 1930 von D.E,Lehmer auf die heutige
allgemeine Form gebracht wurde. Es lautet:

Lucas~-Lehmer-Test: Ist p eine ungerade Primzahl und die

Folge Q1,LZ,L ,+.. rekursiv defiert durch

b
L o= 4, L. = L.; - 2 mod M fir i1=1,2,3,...
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ao ist MP genau dann prim, wenn Lpﬂ’a 0 mod MP ist.

Dieser Teat ist in gewisser Hinsicht sogar noch einfacher,
als er aussieht. Aufgrund der Beziehung

As2P + B = A + B mod Mg

kann namlich die Reduktion eines Folgenglieds mod Mp leicht
so durchgefihrt, dag man, etwas salopp ausgedriickt, die
Binardarstellung der zahl nach dem p-ten Bit (von rechts
gezahlt) in 2 Teile teilt und den vorderen Teil zum hinteren

addiert. Diese Prozedur mufl gegebenenfalls wiederholt
werden, ralls das so erhaltene BinArwort noch nicht kleiner
als MP jst. Insbesondere aieht man sofort, dal eine

Multiplikation eines Binidrwortes mit 2 mod MP nichts anderes
bewirkt, als dessen zyklische Verschiebung um eine Stelle
nach links (Linksrotation).

Im Falle, daB die Mersennesche Zahl zusammengesetzt 1ist,
liefert der Lucas-Lehmer-Test leider keine Auskunft tiber
mogliche nichttriviale Teiler. Gliicklicherweise gibt es
jedoch andere Satze, welche hier weiterhelfen. So hat schon
Fermat in einem Brief an Frenicle aus dem Jahre 1640 feastge-
atellt, daf jeder Teiler q von Mp von der Form 2%k¥p+1l gein
muB. Euler hat gezeigt, dap dariiberhinaus q =1 mod 8 gelten
muB, was die Anzahl der mdglichen Teiler noch ein weiteres
Mal um etwa die Halfte reduziert.

Wir wollen die Anwendung dieser Satze am Beispiel der My,
zeigen., Zundchst gibt es genau 46 340 Zahlen, welche kleiner
sind als die Wurzel von Mi, und wenn es einen nichttrivialen
Teiler gibt, so mubBte der kleinste nichttriviale Teiler
gicher darunter sein. Da er auBerdem sicher prim ist ({sonst
wire er nicht der kleinste'!), kdnnen wir uns weiter auf die
Primzahlen in dieser Menge beschranken, wobei noch 4792
7zahlen iibrig bleiben. Nur 157 davon erfiillen auch die Fer-
Bedingung und davon nur 84 auch noch die Eulersche Bedin-
gung. Von diesen verbleibenden Zahlen ist jedoch keine ein
Teiler von Mg,' M34 iat daher prim.

wahrascheinlich den gleichen Weg, nur mit anderem Ergebnis
hat auch Cole in dem eingangs erwihnten Beispiel beschrit-
ten. Allerdings ist dabei der Arbeitsaufwand schon bedeutend
ZrdbBer, wie folgende Uberlegung zeigt: Es gZibt, wie man aus
der asymptotiachen Abachatzung T(x) ~x/1n(x) fir die TFunk-
tion 7(x), welche die anzahl der Primzahlen < X angibt,
eraieht, ungefahr 10 150 000 Primzahlen < 193 707 721, von
diesen erfiillt etwa jede §7-te die Fermatsche Bedingung und
otwa jede zweite dann auch noch die Eulersche Bedingung,
womit rund 75 000 Zahlen iibrig bleiben, die noch daraufhin

T

L




untersucht werden miissen, ob gie M31 teilen. Das sind noch
sehr viele. Moglicherweise hat daher Cole noch auf anderem
Wege einschrinkende Bedingungen fir die Teiler gewonnen,
z.B. lUber die Theorie der quadratischen Regte, worauf wir
hier nicht naher eingehen wollen. l

Die einschréankenden Bedingungen von Fermat und Euler fir die
Teiler einer Mergenneschen Zahl Mp zeigen, dafB die alas Tei-
ler in Frage kommenden Zahlen im Mittel einen Abstand von 4p
haben, also relativ "dinn gesat"” sind. Nimmt man nun an, so
wie das Gillies in [QJ gemacht hat, dafl dies die einzige
Eingchrankung fir potentielle Faktoren darstellt und dag
ihre Anzahl in einem Intervall [A,B] unter geeigneten Ein-
schrankungen fir A,B Poisson-verteilt igt und zwar mit dem
Mittelwert In((ln B)/ln{max(A,2p)), s0 ergeben gich daraus
eine Reihe von interessanten Konsequenzen fir die gtatiasti-
sche Verteilung von Mersenneschen Primzahlen. So ware dann
etwa die Anzahl von Mersenneschen Primzahlen X ungefahr
(2/1ln 2)In 1ln x und die Wahrscheinlichkeit fUr ein MF” daf
es prim ist, wAre etwa (2 ln 2p)/(p ln 2). Ferner sollten
fir beliebiges x zwischen x und 2x im Mittel 2 Mersennesche
Primzahlen liegen. Eg gind dies alles Dinge, welche durch
empirische Daten weitgehend bestatigt wurden (siehe Cé}).
Dies zeigt einmal mehr, daB Primzahlen 2zwar einzeln nicht
"in den Griff" zu bekommen sind, sie aber in ihrer Gesamt-
heit, also "statistisch" gesehen, ein grofles Wohlverhalten
an den Tag legen.

Wir verlassen nun die Mersenneschen Zahlen, welche wir als
Beispiel fir Zahlen einer speziellen Bauart etwas ausfih-
licher besprochen haben und wenden uns der Frage zu, wie man
fir eine beliebig vorgegebene Zahl erkennen kann, ob sie
prim ist oder nicht. Viele Methoden beruhen darauf, da man
die vorgegebene Zahl einem Test unterwirft, der speziell fiir
Primzahlen in einer typischen Weise ausgeht. Verhalt sich
die vorgegebene Zahl beim Test wie eine Primzahl, 30 sagen
wir, sie habe den "Test bestanden” und die Wahrscheinlich-
keit, dafl sie wirklich prim ist, ist gréBer geworden.
Besteht sie den Test jedoch nicht, so ist sie mit Sicherheit
nicht prim.

Als Beigpiel wollen wir den Fermat-Test anfithren, der sich
aus dem "Kleinen Fermatschen Satz" ableitet. Dieser sagt
aus, dafl fir eine Primzahl n und fiir jedes zu n teilerfremde
a die Potenz an‘4 mod n den Wert 1 ergibt., Eine 7Zahl n,
welche diesen Tesgt fiir ein teilerfremdes a besteht, ohne
tatsdchlich Primzahl zu sein, wird eine Pseudoprimzahl zur

Basis a genannt.

Die alten Chinesen (und i{ibrigens auch noch Leibniz) glaubten

an die Nichtexistenz von Pseudoprimzahlen zur Basis 2.Leider
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hatten sie nicht recht, da wir sonst ein {(iberaus einfaches
Primzahlkriterium =zur Hand hatten. Schon P.F.Sarrus
entdeckte im Jahre 1819 das kleinste Gegenbeispiel, néamlich
n=341=11%31, welches den Fermat-Test zur Basis 2 erfullt.

Aber es kommt noch schlimmer: Es gibt Zahlen, welche den
Fermat-Test fiir jede in Frage kommende Basis bestehen! Sie
werden nach ihrem Entdecker Carmichael-Zahlen genannt. Die

kleinste derartige Zahl ist 561=3x11¥17, Allerdings muB
gesagt werden, daf schon Pseudoprimzahlen sehr selten sind
und Carmichael-Zahlen noch viel seltender (siehe [35]).

Gliicklicherweise braucht man sich i{iber sie nicht allzu sehr
den Kopf zu zerbrechen, da es eine sehr einfache Verschar-
fung des Fermat-Tests gibt, welche dann auch den Carmichael-
Zahlen zum.Verhangnis wird. Setzt man dazu o.B.d.A. n als
ungerade voresus, so lABt es sich darstellen in der Form
n =2 %t + 1 mit ungeradem t. Nimmt man nun die Potenzierung
in der Weise vor, dafl man der Reihe nach die Potenzen

a,a ,a ,...modn

beziiglich der gewahlten Basis a bildet, so muB8 so wie vorher
fir eine Primzahl n irgendwann in dieser Folge eine 1 vor-

kommen. Neu daran ist die von G.L.Miller
stammende Beobachtung, dafl unmittelbar vorher (auBer die 1
ist gleich zu Beginn aufgetreten) das Folgenglied n - 1 kom-

men muf3, da ja die 1 durch Quadrieren entstanden ist und die
Kongruenz x* = 1 modulo einer Primzahl n nur die Lésungen 1
und n - 1 besitzt. Eine zusammengesetzte Zahl, welche diesen
Test besteht, wird auch starke Pseudoprimzahl genannt. Wie
O.M.Rabin 1976 gezeigt hat, ist jedes n eine starke Pseudo-
Primzahl fir hdchstens ein Viertel aller in Frage kommenden
Basen. Durch eine zufédllige Auswahl von genigend vielen Ba-
gen kann daher die Irrtumswahrscheinlichkeit bei diesem ver-
schérften Fermat-Test, welcher sauch Rabin-Miller-Test ge-
naennt wird, beliebig klein gemacht werden.

Kaum war dieser neue schnelle Primzahltest gefunden, fand er
auch bereits Abnehmer im Bereich der Kryptogrephie. 1977
wurde von R.L.Rivest, A.Shamir Und L.Adleman ein neues
Chiffrierverfahren vorgestellt, dae heute nach seinen Erfin-
dern RSA-Schema genannt wird und die Bereitetellung sehr
groBer (mindestens 100-stelliger) Primzahlen zur Voraug-
setzung hat. Der Grundgedanke des Verfahrens beruht nun da-
rin, daB es sehr einfach ist, das Produkt zweier so grofier
Primzahlen zu bilden, aber in einer verninftigen Zeit unmog-
lich, aus dem Produkt die Faktoren zu rekonstruieren (bez.
Einzelheiten siehe etwa [7]). Hatte Euler noch geklagt: "Von

sllen Problemen, mit denen man sich in der Msethematik be-
schiéftigt, wird ... keineg filir unfruchtbsrer und nutzloser
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gehalten als diejenigen, die sich mit der Natur der Zahlen
und der Teiler befassen”, so hat sich diese Aussage heute
geradezu in ihr Gegenteil verkehrt und die Zahlentheorie -
ehemals eines der reinsten Teilgebiete der .Mathematik -
ateht pldétzlich mitten in den Anwendungen.

Wenn im Bereich der allgemeinen Zahlen bisher nur von Prim-
zahlteats die Rede war, welche mit einer, wenn auch noch so
kleinen Irrtumswahrscheinlichkeit behaftet sind (was nur in

theoretischen Uberlegungen eine Rolle spielt), so soll damit
nicht der Eindruck erweckt werden, ala ob man bei den streng
deterministischen Tests nicht weitergekommen ware. Das
Gegenteil ist der Fall: Im Jahre 1980 haben Adleman und
R.S.Rumely einen Test entwickelt, der in der Folge von
H.Cohen und H.W.Lenstra jun. noch verbessert wurde, so dag

man heute damit 200-stellige in 10 Minuten auf einer Grol-
rechenanlage auf Primalitat testen kann, wofiir man vorher
noch ca. 1 Milliarde Jahre gebraucht hatte (siehe [3]).
Leider verwendet der Test Hilfsmittel aus der algebraischen
Zahlentheorie, die seine Darstellung hier verbieten.

Wie schon eingangs bemerkt, sind die Erfolge auf dem Gebiet
der Faktorisierung groBer Zahlen nicht ganz so verheifBungs-
voll, wenn auch hier groBe Fortschritte erzielt werden
konnten. Einige der besten derartigen Tests verwenden eine
einfache auf Legendre zurilickgehende Idee. Dieser hatte be-
merkt, daB es fliir ein zusammengesetztes n stets Zahlen a,b
mit a% = b> mod n, jedoch a# + b mod n geben muB. Umgekehrt
kann man aus einer derartigen Darstellung sofort nicht-
triviale Teiler von n gewinnen, indem man die g.g.T. (a+b,n)
bzw. (a-b.n) bildet. Diese Methoden unterscheiden sich alle
‘nur in der Art, wie sie die Quadrate finden, z.B. mit Hilfe
der Kettenbruchentwicklungen der Wurzel aus geeigneten Viel-
fachen von n oder iiber quadratische Reste. Leider fihren
auch hier wieder die Details aus dem Bereich der Schulmathe-
matik heraus, sodafl wir uns mit diesen Andeutungen begnigen
miiasen. Sehr gute Ubersichtsdarstellungen auf diesem Gebiet

bieten [3], [8].

Eine Frage, die Dbisher nicht berihrt wurde, soll zum
AbschluB8 noch erdrtert werden, nidmlich die nach der algo-
rithmischen Realisierung der dargestellten Verfahren. Statt

weitldufiger Ausfihrungen mochte 1ich im folgenden 2zwei
typische Beispielprogramme vorstellen, welche beide in
Turbo-BASIC (3iehe [9]) auf einem ATARI 800 XL geschrieben
wurden. Die in den Programmen enthaltenen Kommentare sollten
zu ihrem Verst&ndnis ausreichen.
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100 REM PRIMTEST FUER MERCENNESCHE ZAHLEN

110 CLR :CLS :DIM LL$(307):EXEC LIES_DATEN

120 PRINT :INPUT “EXPONENT DER MERSENNESCHEN ZAHL" ;M

130 TIME$= “000000":T=0

140 IF M<=2 THEN PRIM=(M=2):EXEC AUSGABE :GOTO 120

150 EXEC MIN TEILER:IF MT<M THEN T=2"MT—-1:T2=T:EXEC AUSGABE:GOTO 120
160 7 "TEILERSUCHE/LUCAS-LEHMER TEST(T/L)?7";

170 GET A:TIME$= 000000

180 IF A=ASC("T") THEN ? CHR$(A):GOTO 310

190 IF A=ASC("L") THEN ? CHR$(A):GOTO 510

200 GOTO 170

300 REM *xx TEILERTEST FUER T<=T2 %%k

310 POKE 559,0:T1=2¥Mr1:T2:1079:IF M<&0 THEN T2:=27(M/2)

320 OSzINT(M/3)+1:DT=24M%(3%M MOD 4):T=1+DT:MM=8%M

330 WHILE T<=T2

340 EXEC T _TEILBAR:IF T8 THEN 360

350 EXEC MERS MOD T:IF MSR=1 THEN EXIT

360  DT=MM-DT:T=T+DT

370 WEND

380 EXEC AUSGABE:GOTO 120

500 REM **k | UCAS-LEHMER TEST ¥k

510 IF M>2047 THEN PRINT "EXPONENT DARF NICHT > 2047 SEIN!":GOTO 120
520 POKE 559,0:PRIM=USR(ADR(LLS) ,M)

530 EXEC AUSGABE:GOTO 120

990
1000 PROC MIN TEILER

1010 IF (M MOD 2)=0 THEN MT=2:GOTO 1090
1020 IF (M MOD 3)=0 THEN MT=3:GOTO 1090
1030  MT=5:D=2

1040  WHILE MT<=M/MT

1050 IF (M MOD MT)=0 THEN EXIT
1060 MT=MT+D:D=6-D

1070 WEND

1080 IF MT>M/MT THEN MT=M

1090 ENDPROC

1990 ——- -

2000 PROC ZEIT

2010 Z=TIME/S0:STD=INT(2/3600) : Z=Z-3600%STD
2020  MIN=INT(2/60):SEC=Z-E0RMIN:PRINT “ZEIT: "5
2030 IF GTD>0 THEN PRINT STD;" STD

2040 IF MIN>O THEN PRINT MIN;" MIN “;

2050 PRINT SEC;™ CEC.”

Z060 ENDPROC

:Cfn ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ s e

35 PROC T _TEILBAR

2010 T8=1:IF (T MOD 3)=0 THEN X080

3020 PT=5:D=2

030 WHILE PT<=0S

2040 IF (T MOD PT)=0 THEN EXIT

J0%0 PT=PT+D:D=6-D

TOELD  WEND




3070
2080
3990
4000
4010
4020
4030
4040
4050
4990
5000
5010
5020
5030
5040
5100
5110
5120
5130
5140
5150
5160
5170
5180
5190
5200
5210
5220
5230
5240
5250
5260
5270
SI90
&000
6010
&020
6030
040
€050
&G0
&070
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IF PT>05 THEN TB=0
ENDPROC
PROC MERS MOD T

MSR=1

FOR I=1 TO M

MOR=MSRHMSR: TF MOR>=T THEM MOR=MOR-T

NEXT T
ENDPROC
PROC LIES DATEN

FOR I=1 TO 307

READ A:LLB(T)=CHRB(A)

NEXT I
ENDPROC
REM DATEN FUER BINMERCODE IN LLS$
DATA 104,104,133,213,133,206,133,204,104,133,212,127,205,133,203, 162
DATA 3,24,102,204,102,203,202,208,248,169,7,37,212,170,1£%,1,10,202
DATA 208,252, 133,207,56,165,205,233,3,133,205, 165, 20%,,232,0, 132,20
DATA 162,255,169,0,232,157,0,80,228,203,48,248,167,4,157,0,80, 164,703
DATA 165,212,56,233,1,133,208,165,213,133,209, 166, 207,232,202, 189,0,80
DATA 157,0,81,157,0,82,169,0,157,0,80,138,208,238,24,162,0,200,124,0
DATA B82,232,136,208,249,164,203, 144,63, 166,203,232,24,202,189,0,80, 129
DATA 0,81,157,0,80,138,208,243,173,0,80,37,207,240,%%,77,0,80,1412,£0
DATA 185,0,80,24,105,1,153,0,80,144,22,166,203,240,241,202,189,0,80
DATA 105,0,157,0,80,144,7,138,208,242,176,225,176, 146, 166,203,232, 24
DATA 202.62,0,81,138,208,249,173,0,81,37,207,240,14,77,0,81,141,0,81
DATA 185,0,81,105,1,153,0,81,56,165,208,233,1, 133,208, 165,207,273,0
DATA 133,209,176,131,185,0,80,56,233,2,153,0,80, 176,26, 166,203,240, 1:
DATA 202,189,0,80,233,0,157,0,80,176,11,138,208,242,185,0,80,232,0,153
DATA 0,80, 165,205,56,233,1,133,205,165,206,233,0, 133,206,176, 155,162
DATA 255,232,189,0,80,208,13,228,203,48,246,169,0,133,213,169,1,133
DATA 212,96,169,0,133,213,133,212,9 '
PROC AUSGABE

POKE 559,34:PRINT "27";M;"~1 IST *;

IF (T=0 AND PRIM=1) OR (T>T2 AND T<l079) THEN 2 "PRIM!":GQOTO 60

IF T>1079 THEN PRINT “TEILERSUCHE BIS 1079 CRFOLGLOS! :GOTO €060

IF T>0 THEN PRINT "TEILBAR DURCH ";T;".":GOTO 6060

PRINT "NICHT PRIM!"

EXEC ZEIT
ENDPROC
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0100 ; 0610 CPX L
0110 ;6502-NSOEMBLER PROGRAMM 0620 BMI L3
0120 ;FUCR LUCAS-LEHMER TEST 0630 LDA #4
0130 ; (ATART USR-ROUTINE) 0640 STA 9M, X
0140 ; 0650 LDY L
0150 L=%C8 0660 ;

0160 I=%CD 0670 ;BEGINN DER HAUPTITERATION
0170 MSOK=3CF 0680 ;

0180 M=%$D4 0690 LB1 LDA M
0190 MM=$DO 0700 SEC

0200 SM=$5000 , 0710 oBC #1
0210 RL=$5100 0720 STA MM
0220 RR=$5200 0730 LDA M+l
0230 *=$4000 0740 STA MH+L
0240 ; 0750 LDX L
0250 ; INITIALISIERUNG 0760 INX
0260 ; 0770 LB2 DEX
0270 LA 0780 LDA SM,X
0280 LA 0790 STA RL,X
0250 STA M+1 0800 STA RR,X
0300 STA I+1 310 LDA #O
0310 STA L+1 0820 STA oM, X
0320 LA 0830 TXA
0330 STA M 0840 BNE LB2
0340 STA 1 o850 ;

0350 STA L 0860 ;RECHTSROTATION
0360 LDX #3 0870 ;

0370 L1 CLC 080 LR1 cac
0380 ROR L+1 0890 LDX #O
0390 ROR L 000 INY
0400 DEX 0910 LR2 " ROR RR,X
0410 BNE L1 0920 INX
0420 LDA #7 0330 DEY
0430 AND M 0940 BNC LR2
0440 TAX 09%0 LDY L
0450 LDA #1 0960 BCC LL1
0460 L2 ASL A Q970 ;

0470 DEX 0980 ;ADDITION

0480 BNE L2 0990 ;

0490 STA MOK 1000 L.DX L
0500 SEC 1010 INX

0510 LDA I 1020 ac
0520 SBC #3 1030 LAL DEX
0530 STA 1 1040 DA GM,X
0540 LDA I+1 ' 1050 ADC RL,X
0550 S8C #HO 1060 STA OM, X
0560 STA I+1 1070 TXA
0570 LLDX #YFF 1080 BNC LAL
0580 LDA #0 1090 LDA SM
0570 L3 INX 1100 AND MOK

OO0 STA oM, X 1110 8EO LL1




1120
1130
1140 LAZ
1150
1160
1170
1180
1190
1200

210 LA3

1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290 LA4
1300 ;

EOR
STA
LDA
cLe
ADC
STA
BCC
LLDX
BEQ
DEX
LDA
ADC
3TA
BCC
TXA
BNE
BCS
BCS

1310 ;LINKSROTATION

1320 ;
1330 LL1
1340
1350
1360 LL2
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480 ;

1490 ;DEKREMENTIERUNG VON MM

1500 ;
1510 LM1
1520
1530
1540
1550
1560
1570
1580
1590 ;

LDX
INX
ccC
DEX
ROL
TXA
BNE
LDA
AND
BEQ
EOR
STA

SEC
LDA
o8C
STA
LDA
oBC
5TA
8CSsS

SM, X%
#O
oM, X
LL1

LA3

LAZ -

LB1

R, X

LL2

MSK
LMl
RL
RL
RL,Y
#l
RL,Y

MM
"1
MM
MM+ L
#O
ML
LRL

1600 ;OUBTRAKTTION VON 2

1610 ;
1620 L.51

L.DA

SM, Y
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1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000

2010 ;

2030
2040
2050
2060
2070
2080
2090
2100

L 52

L33

a8c
STA
BCS
LDX
BEQ
DEX
LDA
o8C
STA
BCS

u2
o I 4
LIl

L3I

™M, ¥
O
M, X
LIl

LS2
oM, Y
1110]

™M, Y

; DEKREMENTIERUNG VON T

LI1

LDA
oEC
BC

I

1

STA 1

LDA
28C
STA
BCS

;TEST, OB ALLE

LT1

; ERGEBNIS

H

LEL

DX
INX
LA
BNE
CPX
BMI

I+1
LA4

FELDELEMENTE O

HeEF

M, X
LE1
L
LTI -

#O
M+l
nl

o
M+l
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100 REM ANWENDUNG DES RABIN-MILLER TESTS
110 DIM B(3):8(1)=2:B(2)=3:8(3)=5:0L5

120 PRINT :INPUT “TESTZAHL N<10™9 EINGCBEN: “,N:IF N>21079 THEN 120
130 FOR 1=1 TO 3

140  BAS=B(I):EXEC RMMTEST N B8AS

150 IF RMT=0 THEN EXIT

160 2 "RABIN-MILLER TEST BEZ. ";BAS;" BESTANDEN!"

170 NEXT 1

180 IF I<4 THEN 210

190 IF N=25326001 THEN 210

200 7 "N IST PRIM!":GOTO 120

210 7 “N IST ZUSAMMENGESETZT!":GOTO 120

% — ——

1000 PROC MAT A B MOD N

1010 PROD=0:AA=A MOD N:BB=8 MOD N

1020  WHILE BB>O

1030 IF (BB MOD 2)=0 THEN 1050
1040 PROD= ( PROD+AA) MOD N

1050 A= (HAHAA) MOD N

1060 88:=88 DIV 2

1070 WEND

1080 ENDPROC

1990 e e e

2000 PROC POT X E MOD N
2010 POT=1:XX=X MOD N:EE-E
2020 WHILE EE>O

2030 B=XX:IF (EE MOD 2)=0 THEN 2050
2040 A=zPOT:EXEC MULT A 8 MOD N:POT=PROD
2050 ATB:EXEC MULT A B MOD N:XX=PROD
2060 EE=EE DIV 2

2070  WEND

2080 ENDPROC

2990 - e

3000 PROC RMTEST N BAS
3010 $20:T=N-1:X=BAS:RMT=0

3020 IF (T MOD 2)=1 THEN 3040

3030 T=T/2:3:5+1:GOTQ 3020

3040 E=T:EXEC POT X E MOD N:X=pQOT

3050  IF X=1 OR X=N-1 THEN RMT=1:GOTO 3120

3060 E=D
3070 WHILE S>1

3080 EXEC POT X £ MOD N:X=POT
2090 IF POT=N-1 THEN fMT=1:EXTT
3100 5:=5-1

7110 WEND

3120 ENDPROC
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Das erste Programm hat die Untersuchung von Mergenneschen
Zahlen auf Primeigenschaft zum Inhalt, wobei man zwischen
einer direkten Teilersuche und dem Lucas-Lehmer-Test wah-
len kann. Wahlt man letzteren, so wird eine 6502-Maschi-
nensprachroutine aufgerufen, um die Sache =zu beschleuni-
gen., Tatsachlich braucht =z.B., um alle 5 "Mergenneschen
Problemfialle", namlich 61,67,89,107 und 257 damit zu iber-
priifen nur rund eine Minute. Fir die ersten drei der von
Robinson gefundenen Mersenneschen Primzahlen, namlich fur
die Exponenten 521,607 und 1279 braucht das Programm rund 7
bzw. 11 bzw. 105 Minuten und ist damit etwa um den Faktor &
langsamer als die SWAC damals. Auch darf der Exponent aus
programmtechnischen Grinden nicht groéBer als 2047 sein {bei
der SWAC war die obere Schranke 2303).

Mit dem zweiten Programm schlieflich kénnen mit Hilfe wvon
Rabin-Miller-Test alle Zahlen < 1 000 000 000 auf Primalitat
untersucht werden. Es wird dabei die Tatsache verwendet, daf
es nur eine einzige Zahl in diesem Bereich gibt, welche
starke Pseudoprimzahl fir die Basen 2,3 und 5 ist, namlich
25 326 001. Dieser Primzahltest dauert maximal eine halbe
Minute.

Seit ich die eingangs erzadhlte Geschichte mit der TFaktori-
gierung gelesen habe (zum erstenmal in [2]) hat mich der
Gedanke nicht losgelassen, wieviele Sonntage Cole hatte
opfern missen, hitte er schon damals einen Kleincomputer
gehabt, wie er heute 1in vielen Haushalten (meist zum
Spielen) herumsteht. Ich habe daher in das erste Programm
auch die Méglichkeit einer direkten Teilersuche eingebaut,
falls der vorangegangene Lucas-Lehmer-Test negativ verlauft,
Wie ich sehen muB3te, kommt fir diesen [xponenten auch der
Computer ganz schdn ins Schwitzen. Selbst in der compilier-
ten Version des Programms braucht er noch ca. 6.5 Stunden,
womit die Leistung Coles erst ins rechte Licht gerickt wird.
Welche Faszination muB fir ihn und seinesgleichen von den
Primzahlen ausgegangen sein, um soviel Arbeit und Mithe =zu
investieren? Kdnnte man diese auch bei vielen Jjungen
Menschen beobachtbare Motivation nicht auch fir den Schul-
unterricht niitzen? Dafir einige Anregungen gegeben zu haben,
war das Ziel meiner Ausfihrungen.
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